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CLASA A IX-A
: ’ 1 1 T
Problema 1. Rezolvati ecuatia [x]+ [—]- ={x} + {—} (unde [x] este partea intreaga a lui x, iar {x} este partea
X x
fractionara a lui x).

Solutie i barem Se impun conditiile de existenta [x] #0si {x} #0 si scriem ecuatia in forma

(-0 g ) 2

I [x]=x={x} €Z.Cum {x} €[0,1)= {x} =0, care nu convine Ip
II. [A]{X} =1.Cum {x} e[O,l):>[x]>1 :>[x]:n,{x} :l,neN,n22 2p
n
Cum x :[x]+{x} , obtinem ca multimea solutiilor este S = {n+l’n eN,n> 2} 2p
n

Problema 2. Daca a,b,ce (O,oo) si A+ +ct=4 , demonstrati inegalitatea

a b’ o
+ - >1.
b+3¢c c+3a a+3b

Solutie si barem Folosim inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica. Obtinem:

164’
b+3c

164°
b+3c

-a(b+3c) =84 3p

+a(b+3c)22\/

Folosind si analoagele inegalitatii precedente, rezulta

& b’ c 2(012 +b’ +cz)—(ab+ bc+ca)

+ + > 2p
b+3¢c c¢+3a a+3b i

Folosim ab +bc +ca<a® +b* +¢? Ip

3 3 3 2 32, 2

] b

Obtinem I b 22 T =1 Ip
b+3c c+3a a+3b 4

1
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Problema 3. Se considerad paralelogramul 4BCD. O dreapta care nu contine punctul 4 intersecteaza dreptele

AB, AC si AD in punctele B,,C,, respectiv D, . Aratati ca dacd AB, =4, - AB, AD, =1, AD si

A%q:ﬂ3 - AC , atunci L+—1—:L
h bk
Solutie §i barem
Fie AB=a,AD =b . Rezulti ca A—C’ZZI-FB,A‘B{:% -Zl,Ezﬂz b si E:A (ZI+Z) Ip
BD,=AD, - AB,=—A -a+2-b, BC,=AC, ~ 4B =(A —4)-a+ 15 -b 2p
B,,C, si D, coliniare < Vectorii Ela si B.D; sunt coliniari < o A 3p
~h A4
. . . y 1 1 1
Ultima relatie este echivalentd cu —+—=— Ip
A b A

Problema 4. Vectorii O4,0B,0C de modul 1 sunt situati in acelasi semiplan limitat de o dreapta care trece

prin O. Aratati ca OA+ OB+ %‘ >1.

Solutie si barem Fara a restrange generalitatea presupunem ca B € Inf (AOC ) :

OA+0C =OM , @‘ = ‘%’ =1 = OAMC este romb, deci (OM este bisectoarea [ui AOC «--wemmeemmeemmv 2p
Rezulta ca m(Z'OT/I)zm(AjO\C)<90° Ip
Ca urmare m (m) <90°(1) Ip
OA+OB+0C =OM + OB =OP , OMPB paralelogram (2) Ip
Din (1) si (2) rezulta OP > OB =1 Ip
In concluzie ‘E4+075’+a5‘:OP>1 Ip

Notda: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzator.
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CLASA A X-A
Problema 1.
Solutie si barem
-1
TSI Ip
p+2+z+1ER @2 + 22 +z+41=2+ 2" +z+1 & (z2 +1)(z+1)=(z2 +1)(z+1)
(22 +1)(z+1)= L iz+1 o (z+1)(z2 +1) 1—% =0 2p
4 z z
2 . 2
zy==lz,;=%i,z,=1,z,, = cos—ﬂiismTﬂ 5 0e GRS SUMAESEIE =1 . iinn i mmsis smims » sisiaive s sipcn 5 sisimes o 2p
Se reprezinta in planul complex punctele de afixe z,......, Zs, dupa care se obtine aria
3++/3
S = \/— .......................................................................................................................................................... 2p
2
Problema 2.
Soluftie si barem
X+ 1 In x+1In 1
a) Din/xy < AP AL et A S 2p
2 2 2 2
b) Inegalitatea se mai scrie
l 1
X——= lnx+(y——jlny20
2 2
. B 1 1) .. i . .
Dar din x4y =1 rezultd x 3 == y—z si inegalitatea de mai sus devine
| b
s e T 1 ) T O SN Ip
2) vy
| , X X : i o
Daci —<x<1—>0<y<— deci =21—In—2>0 deci se verifica (*).......ccooreiiireiocniiiiiiceeeeens 2p
2 ¥ ¥
1 1 , X X . e
Daci0<x<——>—<y<l deci=<1—In—=<0 deci se Verifica (*).......ccourveinnreiniciircicccieccees 2p
2 2 b% y
1
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Problema 3.
Solutie si barem
Dacd z= r(cost+isim‘) ,t#kr, k€L,
este o solutie a ecuatiei, atunci 7" (cos nt+1isin nt) +ar (cos t+isin t) +1=0, de unde obtinem

rlcosnt+arcost+1=0,r"sinnt+arsint =0 ... 2p

Eliminand ar din cele doua relatii obtinem 7" sin(n —l)t —sintz =0

Problema 4.

Solufie si barem
k
a) Se demonstreaza prin inductie P(k): Nk < > (M)k e N,k=>6.
P(6): 6!<3° este adevaratd; presupunem P(k)-adevarata si demonstram P(k+1). Este suficient sa
k
demonstram 2-k* < (k +1)*, care rescrisa devine 2 < (1 + ;{—j si este adevarata conform

inegalitatii lui
B ETROUTL s cxssmesssssasospesersemsnesess nmennssensunasessasanssnns snmsmse nsins o588 HEHEERFT RT3 4R TSR AE A VRS Y AR SR SRS 4p

n ) n k !
b) Din subpunctul a) rezulta [ [4/k! < HE = 2'51 g (Do Ip
k=6 k=6 T

1
Pentru k € {1,2,3,4,5} se verifica i < kT+ , deci:
) Bl K
VDA AT 2R 0 Ip

Din (1) si (2) deducem: 172133 8 <

Noti: Orice alti solutie corectii sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzator.
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CLASA A XI-A

Problema 1. Pentru fiecare numar natural 7 se considera functia

L (=L)\0} > R, £, (x) = m:@_z.

. - 1
a) Sa se arate ca !g)gfz (x) = s

b) Sa se arate ca nu exista lim £, (x).

¢) Sa se determine n pentru care exista lim f, (x).
x—0

Solutie si barem.

x/1+x+x/1—x—2_lim[\/l+x—1+x/l—x—l] . 1 I
X2 B

a) lim

x—0

e = |~um x(ﬁ+1)_x(\/ﬁ+1) g 6 1 s 2p

J=x -l+x . 3 1

x—=0

lim =lim S 1

SOx(Vex+1)(Vimx+1) 20 (VTex+1)(—x +1)(Vi-x+1+x) 4 4

b) Deoarece lim , (z)= lx%@ =40 §i lim £, (®)= £{%@ =~ , rezultd cd nu existd lim £, (x)..2p

¢) lim £, (x)=lim £ (x)=0, lim £, (x) =L Pentru n23, avem lim £, (x) = limm Aceasta limita
530 % 0 307 | ¥ g2 4 ’ o x—0"" x—0 x”72 ’

este —o dacd n este numar par si nu existd daca n este numdr impar. Asadar limita lim f, (x) exista
x—0

dach si numal daca.m este: AUMAL PAT SATL B=211. ... oociumminis 648 wnsionnss § 55 wads.a s 55 5 Sasimes £ 55 4 GHEHS §5 # § G439 2p

. . . 2a; +1 . o -
Problema 2. Se considera sirul (g, ), definitastfel: ¢, =1, a,,, = Z" , pentru orice n e N". Sa se arate ca:

n+l

n

a) sirul (a,)  este strict crescétor;

nxl

b) ngaj<n+\/;,oricare arfi neN";

¢) lim I 1.

n—+x \/;l_
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Solutie si barem

O s . < . . i . 1 .
a) Se aratd, prin inductie, cd a, >0, oricare ar fi e N". De aici rezultd c¢d a,,, —a, =—— >0 oricare ar

2a,
fi weN", deci §iful (a,), ., €516 SUHET GTESCHLOT. wrw s s yawmmenss s s s wmsmsmmns 53 33 vmswms s 515 5 s £ 435 s 30 14 3p
b) a, =a +1 , oricare ar fi neN", de unde rezultd cd a >n, oricare ar fi neN"
n
(T Yoot o o mmmomi 64 45 5iRaHME00 5 55 § 5 6 AR & %5 § 5 S.UGNNTEEGE ¥ 5 5 55 RSSHATHE§ 3 5. 5 6 EHREO0H § § § 5 BARRLE £ ¥ 45 50000008 £ 13 335 1p

Se arata, tot prin inductie, cd a’ <n+n, neN': a’<1+1; din @’ <k+k keN" rezulta ca

k+l+ﬁ:k+l+(ﬁ+—j<k+l+\/k+ ....................................... 1p

a
dca lim—2=1.............. 2p
\/_ F >0 [

2 3
Ay =4y
a,

¢) Din relatia de la punctul b), se obtine 1<

. ; 5 2 a b
Problema 3. Fie matricea 4= (3 J e M, (R). Sa se demonstreze ca, daca A" :( ! d” j , unde
cn n
neN", atunci ﬁzc—": 4 —4, 4
2 3 4
Solutie si barem
EVIAENt, A" - A = A A, oot e e e e e 3p
deci 5a,+3b, =5a, +2¢,,2a,+b,=5b, +2d,,5c,+3d, =3a,+c,, 2c,+d,=3b,+d, ,ceceoeiiiiiiiiiii 2p
de unde rezulta ca B G o O~y g 5 wmedBa o & s e iursonastsn o o APz 4 R 2 0 MO 2 4 1 RERATSAR 4 5 § vy 8 8 8 e 2p
2 3 4

Problema 4. Fie n un numar natural mai mare sau egal cu 2. Se considera douad matrice 4,Be M, (R),

astfel incat 4 sa fie inversabild s1 34B=2BA+1,.

. . .. . 0 1
a) Sa se determine matricea B, stiind cd n=2 s1 A= [1 OJ'

b) Sa se demonstreze ca det(/, — AB) =det(1, — BA).

¢) Sa se arate cd det(A4B—BA)=0.

Solutie si barem

B Bl oss5emmmnssnsenammns o amoonmsn vy s 8 00 21 15 8 SEBRSEES 151 8 VPR L b1 § Feme v s e U o s  + 3 3 oa 3p

2
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B

b) det(Z, - AB)=det(A4" — ABAA™)=det(A(I, - BA) 4™ ) = det(4)det (7, - BA)det( A" ) =

det{ 447 Yot (T, = BA) =BT, =Bl 1+ smmmmsss 5153 snmmosans 535 vsomns £ 355 wmsavsms 55 oo 3355 miams 15 53 2p
¢) 34B=2BA+1,=34B-3BA=1,— BA=>3"det(4B - BA)=det(I, - B4) (1)
34B=2BA+I,=2A4B-2BA=1,- AB=2"det(4B - BA)=det(I, - 4B) (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca 3"det(A4B—BA4)=2"det(AB - BA), deci det(4B—BA)=0. ............ 2p

Nota: Orice alti solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunztor.
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CLASA A XII-A

Problema 1.
Calculati E (e‘/; +elr ot )dx .

Solutie si barem

Notam 7, = ﬂe'\'/; dr,ne N (facem conventia 4/x =x). Cu schimbarea de variabila ¢ = el

obtinem ca /, = frzln”_1 tde. (2p)

... ‘rt(n_l)lnn-Zz.%dt]=n(e—]n_1),VnZ2.

Integrand prin parti, deducem ca /, = n(f In""¢

Inplus, 1, = ﬂexdx=e—1. (3p)
Folosind relatia gasita, I, + I, + 1, =4e+ 1, —31; =—-5e+101, =15¢ —201, =5(4—¢). (2p)

Problema 2.
6 2
Se considera matricea 4 = (3 1) si multimea M = {X e, (R)|det X = det(A +X)= 0} .

a) Determinati doud multimi K si L, parti stabile ale monoidului (%Z(R),-), astfel 1ncat

Kul.=M.
b) Este M stabila in raport cu inmultirea matricelor?

Solutie si barem

ax x
ay 'y
Atunci det(A+X)=(ax+6)(y+1)—(ay+3)(x+2)=(a-3)(x-2y) si, din det(A+X)=0, dedu-

cemcd a=3 sau x=2y.(3p)

o 3% % . 2ay 2y . ) )
Multimile K = g |x,yeR}; st L= |a,y € R} indeplinesc cerintele pro-
y ¥ y

a) Conditia det X =0 aratd ca o matrice din M are forma X :( ], unde a,x,yeR.

ay
blemei. (2p)
1
b) M nu este stabila in raport cu inmultirea matricelor: de exemplu, X :[6 2) eKcM,

4 2 14 7
¥ = eLcM,insd XY = ¢ M. (2p)
2 1 28 14
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Problema 3.
Consideram o functie f: [O, 27:] — R continua, descrescatoare, astfel incat f (7r) =0 sifie Fo
primitiva a sa. Demonstrati ca

LZ”F(x)cosxde 0.
Solutie §i barem
Observam ca [ = LZ”F(x)cosxdx = LMF(x)(sin x)' dx = F(x)sinx

:—Lz”f(x)sinxdx. (3p)
Daca x €[0,7], atunci f(x)> f(7)=0,iar dacd x €[7,27], atunci f(x)< f(7)=0.(2p)

o Eﬂf(x)sinxdx =

%
Rezultd ca [ = —Ef (x)sinx dx - J‘ £ (x)sinxdx <0, unde am tinut seama de semnul comun

al functiilor f'si sin pe fiecare dintre intervalele [0,7] si [7,27]. (2p)

Problema 4.

Spunem ca un grup finit (G,-) cu n elemente este bun daca indeplineste conditiile: (i) » nu
este divizibil cu 4 si (ii) existd doud elemente distincte a i b ale lui G, diferite de elementul neutru e al
grupului, astfel incat a* =b* =e.

a) Dati un exemplu de grup bun.

b) Daca existd un grup bun cu # elemente, ardtati ¢cd n =4k +2, unde ke N".

¢) Demonstrati ca un grup bun nu poate fi abelian.
Gazeta Matematicda 11/2015 (Supliment)

Solutie si barem

a) De exemplu, grupul (S;,-) al permutarilor de ordin 3 este grup bun: |S;|=6 /4, iar
transpozitiile (in numar de trei) sunt elemente de ordin 2 ale acestui grup. (2p)

b) Cum G contine elemente de ordin 2, din teorema lui Lagrange rezultd ca G este de ordin par.
Pe de alta parte, » nu este divizibil cu 4 si atunci existd k € N” astfel incat n =4k +2. (1p)

¢) Daca, prin absurd, ab = ba, ar rezultacd H = {e,a,b,ab} este subgrup al lui G. (3p)

Cum H este subgrup de ordin 4 al lui G, este contrazisa teorema lui Lagrange. (1p)

Noti: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se vor puncta corespunzator.
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